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e El anillo de Grothendieck-Witt

Sea F' un campo. Un espacio bilineal es un F-espacio vectorial V' equipado con una forma bilineal
simétrica B: V' x V. — F. Un espacio cuadrédtico V' de dimensién finita es no degenerado (o

AN

regular) si la funcion lineal B: V — V* dada por B(v) = B(v, —), es un isomorfismo.

El grupo de Grothendieck-Witt El grupo de Grothendieck-Witt de F’ es el grupo abeliano
asociado al monoide de clases de isometria de espacios regulares

GW(F) = ({(V, B) | espacios bilineales}/ ~isom ). (1)

En otras palabras, grupo de Grothendieck-Witt clasifica las formas cuadraticas no degeneradas
sobre F'. Estd generado por simbolos (a) con a € F*, sujetos a las relaciones

(@) =1 &)
(a) + (b) = (a + b) + (abla + b)).

El simbolo (a) corresponde al espacio vectorial V' = F' equipado con la forma cuadratica q(x) = az?.
Para cualquier espacio bilineal, su clase en GW(F') es de la forma (ay, ..., an) := (a1)+- -+ {(an).

La multiplicacion (a)(b) = (ab) convierte a GW(F') en un anillo.

El plano hiperbdlico y el anillo de Witt El anillo GW(F') contiene al ideal generado por
h = (1,—1), el cual controla gran parte de la estructura del anillo. El elemento h se conoce
como el plano hiperbdlico y sus multiplos enteros forman un ideal de GW(F'). El cociente

W(F) = GW(F)/(h) se conoce como el anillo de Witt.

Invariantes de isometria Podemos distinguir espacios bilineales usando invariantes como:

e La dimension de (ay,...,am) — (b1,...,bp) € GW(F) es m —n € Z. La dimension de una

clase |V] en W(F') solo estd bien definida médulo 2, ya que dimh = 2. La denotamos como
eo(V) € Z/2. El nucleo I = I(F') de este morfismo ey: W(F) — Z/2 se conoce como el ideal
fundamental de W(F'). Tenemos el diagrama

GW(F) —d . 7

| | (3)

[(F) —— W(F) —— Z/2,

Nétese que W /T — Z/2.

o El determinante det: GW(F) — F*/(F*)? est4 definido por det({a)) = a. No se puede extender
a W(F) porque det(h) = —1, pero se puede definir el discriminante disc: W(F) — F* /(F*)?
como disc({ay, ..., an)) = (=1)™"=1/2(q; ... a,). Esta es solo una funcién de conjuntos, pero
define un homomorfismo de grupos si la restringimos al ideal fundamental I = I(F'). De he-
cho, el morfismo eq: I — F*/(F*)? que obtenemos, es suprayectivo y tiene nicleo I2. Luego,
[/I? = F*J(F*)

o kI algebra de Clifford CI(V, B) de un espacio bilineal (V, B) de dimension par (en ) es una
F-algebra simple central isomorfa a su algebra opuesta, asi que obtenemos un elemento del sub-
grupo de 2-torsién Br(F)y del grupo de Brauer Br(F) de F. Al restringir esta funcién a I2,
obtenemos un morfismo suprayectivo es : 12 — Br(F)9, conocido como el invariante de Clifford,
cuyo ntcleo es I3, Luego, I?/1° =5 Br(F)s.

e La K-teoria de Milnor y sus conjeturas

Los tres grupos de arriba coinciden con los tres primeros grupos de cohomologia de Galois de F' con
coeficientes en Z /2, es decir, los invariantes e, e1, e inducen isomorfismos

W/ I = 7/2 ~HAGp, Z/2),

I[/I? = F*/(F*)? ~ H\(Gp,7/2), (4)
I°)1° = Br(F)y ~ H*Gp,7Z/2).

Esta observacion sugiere que el anillo graduado

Gr(W(F)) =& 1/ (5)
n=0

deberia coincidir con el anillo de cohomologia de Galois de F'.

La K-teoria de Milnor En su articulo [Mil70], Milnor propone un programa para construir el
isomorfismo deseado: su idea es demostrar dos conjeturas acerca del algebra graduada

My T(Ky(F))
K () = (l(a)®1(1—a)|a#0,1) (6)

que ahora conocemos como el anillo de K-teoria de Milnor. Aqui, Ki(F) = {l(a) | a € F*} de-
nota al grupo F*, visto como Z-médulo aditivo y T (K1 (F')) es su algebra tensorial con coficientes
enteros. Milnor se refiere a su definicion como algo “puramente ad-hoc”, que concuerda con los
primeros tres grupos de K-teoria de F":

Z
\ K1<F) = F*v (7>
\ FKo(F) = (FF @7 F7)/(a® (1 = a)).

Luis Angel Zaldfvar Corichi (UDG)

\‘EJI\‘.}
o bhon

La K-teoria de Milnor y sus conjeturas
Jorge Alfredo Alvarez Contreras
CIMAT Asesores: Gabriela Guzman (CIMAT)

I
QI
3¢

ol =
=

Las conjeturas de Milnor La K-teoria de Milnor actiia como un puente entre el anillo de co-
homologia H*(Gp, Z/2) vy el anillo graduado Gry(W(F)). Los cocientes KM (F) /2 paran = 0,1, 2
coinciden con los grupos de (4). En particular, tenemos isomorfismos

/17 & KMFy 2 2 HY G R, 2)2), (8)

que identifican a los tres grupos con F* /(F*)?. Milnor nota que las imdgenes de estos morfismos
en Gr7(W(F)) v en H*(Gp,Z/2) satisfacen las relaciones de la presentacién de KM (F), asi que
determinan morfismos de anillos graduados

Crp(W(F)) < KX(F)/2 5 H(Gp,2/2). (9)

La conjetura de Milnor sobre el simbolo de Galois es la afirmacion de que v es un isomorfismo.
La afirmacion para n se llama la conjetura de Milnor en formas cuadrdticas. Ambas fueron

demostradas en 1996 usando Al-homotopia: la primera por Vladimir Voevodsky y la segunda por
Orlov, Vishik y Voevodsky:.

e La K-teoria de Milnor-Witt

En 2004, Fabien Morel y Mike Hopkins definen la K -teoria de Milnor-Witt como el anillo grad-
uado KMW(F) generado aditivamente por un elemento [u] en grado +1 para cada u € F* y un
elemento n de grado —1, sujetos a las relaciones

(alft —a] =0

ab] = [o] + 1)+ ]}
| nlal = laln )
\ hn =20

donde h = 24 n|—1]. La parte de grado cero es justamente K, 6\4 WI(F) = GW(F): la corresponden-
cia estd dada por (a) = nlal + 1. Ademas, [1] =0, (1) =1, {(a)(b) = (ab) y el espacio hiperbdlico
es justamente h = (1, —1).

K-teoria de Milnor y K-teoria de Witt La K-teoria de Milnor se puede recuperar como
KM(F) = KMW(F)/(n), va que al imponer la relacién n = 0, el stmbolo [a] corresponde a I(a).
Por otro lado, la K-teorfa de Witt se define como el cociente K (F) = KMW (F)/(h), cuyo grado
CETO €8 ng(F) = W(F).

Nétese que al anular 7, el plano hiperbélico h = (1, —1) = 2+ n[—1] cac en 2 € KM (F) v, por
lo tanto, se anula en KM (F)/2. Luego, tenemos un morfismo inducido KWV (F) — KM (F)/2,
cuyo nucleo es exactamente el ideal (n). La parte en grado 0 de este ideal es el ideal fundamental
I(F) C W(F), asi que el diagrama (3) es exactamente la parte en grado cero del diagrama de
anillos graduados

KMW(F) —— KM(F)
| | (11)
() —— K (F) —— KX(F)/2

Morel construye un isomorfismo

K (F) & 1%(F) (12)

entre la K-teorfa de Witt y el anillo graduado I*(F') = €D,,c7 I"(F'), donde I"(F') = W(F') para
n < 0. Al anular n en ambos lados, se recupera la conjetura de Milnor en formas cuadraticas:

KM(F)/2 = Grp(W(F)). (13)

Relaciones con Al-homotopia En la categorfa homotdpica de F, ademés de las esferas sim-
pliciales S", tenemos una dimensién de esferas algebraicas generadas por el circulo de Tate Gyy,.
Morel demuestra que, paran > 2;: 1 > 1;: m, 5 > 0 tenemos

- - 0 m <n
[S™ A Gy, S AGL, (P { VW ’ (14)
M HE) T KMY(F) m=n.
En particular, param=n>2y 3 =1 > 1,
" NG, 8" A Gl ey = K" (F) = GW(F). (15)
Cuando i = n, tenemos S A G ~ (PH)\" asf que
(@Y™, (@Y, p(r) = GW(EF) (16)

para n > 2. Esto es un anélogo al resultado [S™, S™|sx ~ Z para n > 1, en la categoria homotdpica
de espacios topologicos. De hecho, GW(F') = Z para cualquier campo cuadraticamente cerrado.
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