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Cohomologia

Grupos de cohomologia

Una teoria de cohomologia H® le asigna a cada espacio topologico X
una familia de grupos abelianos

H(X) H'(X) HX) H(X) H'X)
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Cohomologia

Grupos de cohomologia

Una teoria de cohomologia H® le asigna a cada espacio topologico X
una familia de grupos abelianos

H°(X) HY(X) H*X) H*(X) HYX)
Si S es una superficie, solo los primeros tres grupos son interesantes
H(X) H'(X) HY(X),

ya que H"(S) = 0 paran > 2.
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Cohomologia de la esfera _

Missing
figure
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Cohomologia del plano proyectivo _
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Cohomologia del toro _
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Cohomologia del toro ponchado _

Missing

figure
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Cohomologia de la banda de Mébius _
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figure
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Cohomologia singular de la superficie (botell_
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Haces vectoriales

Definicion

Un haz vectorial real o complejo de rango r sobre una superficie S es
un espacio topologico E equipado con una funcionm : E — S que es
localmente trivial con fibra R" o C’, respectivamente.

Missing
figure
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Haces vectoriales

Haz tangente de la esfera

La esferaS? = {x € R3 : ||x||> = 1} tiene asociado el haz tangente
TS? = {(x,v) € S x R* | x - v = 0}. (1)

Es un haz vectorial real de rango 2 sobre S

J. Alfredo Alvarez C. Clases de Chern



Haces vectoriales

Haz tautologico del plano proyectivo real

El plano proyectivo real RIP? es el espacio de rectas L C R® que
pasan por el origen. Tiene asociado el haz tautologico

v ={(L,v) e RP* x R* | v € L}. )

Es un haz vectorial real de rango 1 sobre RP?.
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Haces vectoriales

Haz tautologico de la linea proyectiva compleja

La linea proyectiva compleja CP* es el espacio de rectas complejas
L C C? que pasan por el origen. Topologicamente, CP! es una esfera
S2. Tiene asociado el haz tautologico

n' ={(L,v) € CP' x C* | v € L}. (3)

Es un haz vectorial complejo de rango 1 sobre CP!.
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Haces vectoriales

Haz trivial sobre el toro

El haz trivial complejo de rango r sobre el toro T2 (o sobre cualquier
superficie) es el espacio
T? x C’ 4)

equipado con la proyeccion canonica al primer factor.
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Haces vectoriales

Haz normal de la banda de Mabius

Dada una parametrizacion X de la banda Mébius en R?, tenemos
asociado el haz normal

N(M) = {(x,v) e M xR* | v L T,M}. (5)

Este es un haz vectorial real de rango 1 sobre M.
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Clases de Chern

Clases de Chern

Sim: E— Sesun haz vectorial complejo de rango r sobre una
superficie S, su (rimera) clase de Chern es una clase de cohomologia
singular

ci(E) € H, (S). (6)

sing
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Clases de Chern

Clases de Chern

Sim: E— Sesun haz vectorial complejo de rango r sobre una
superficie S, su (rimera) clase de Chern es una clase de cohomologia

singular
&1(E) € Hing(S)- (6)

Afortunadamente, para cualquier superficie conexa S conocemos la
. . 2 .
clase de isomorfismo de Hg,,(S):

orientable
sl no
compacta
si Z Z/ZZ
no 0 0
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Clases de Chern

Caso diferenciable

En el caso diferenciable, podemos considerar las clases de Chern en

cohomologia de de Rham:
c1(E) € Hip(S)

donde, para S conexa, H; (S) es isomorfo a

@)

orientable | ,
sl | no
compacta
si R| 0
no 0 0
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Clases de Chern

Bueno, pero ;como se calcula?

Si: E — Sesun haz complejo de rango n, una conexion es un
operador C-lineal V: T'(E) — Q!(S, E) que cumple

V(fo) =df @ 0 + fVo.Si U C Ses un abierto trivializante,
entonces I'(U, E) = (ey, ..., e,) y la conexion V determina una
matriz de 1-formas complejas w € My ,(Q' (U, C)):

Vei = u)jiej. (8)
La curvatura de V es la matriz (global) de 2-formas
Qij = dwij + wik A w]k. 9)
Weil probd que, para cualquier conexion en E, se cumple

a(E) = L tr(92). (10)

2T
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Ejemplos

Ejemplo: el haz tangente de la esfera

Consideremos la esfera S? de radio r con la carta usual 8, ¢. Los
endomorfismos de TS? y de T*S? dados como

J(eg) = es, 7 (ef) = —¢°,
{3’(%) = —e, { o "

les dan estructuras complejas duales a TS? y T*S?, donde ¢’ = r d#,
e? =rsinfdoy e, e son bases duales. Notese que J es una
rotacion con respecto a la métrica Riemanniana

g =rtdo* + r*sin® 0 do? = (%)% + (e)2. (12)

Se sigue que J* deja invariante a g. En este caso, decimos que g es
hermitica con respecto a 7.
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Ejemplos

La métrica g determina la conexion de Levi-Civita, cuya 1-forma es

. [ 0 —sin@cos@dﬂ (13)

cot 6 do cot 0 db

Dado que ey = Oy/ry ey = Op/(rsinf), la matriz de transicion es

A= [lér 1/(rgin9)} : (14)

Asi, con respecto al marco ey, eg, la conexion de Levi-Civita toma
valores en s0(2):

(15)

AT'\GA+ ATNA = [ 0 _Cosedﬂ :

cosf do 0
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Ejemplos

Bajo el isomorfismo usual s0(2) = u(1) = C, obtenemos
w = icosfdo. (16)

En este caso muy particular, tenemos VJ = 0 (esto es muy fuerte:
equivale a que ¥ sea integrable). Se sigue que w es la 1-forma
correspondiente a una conexion compleja en E con curvatura

Q=dw+wAw=—isinfdi A dp. 17)
Del teorema de Weil, se sigue que
1
a(E) = %Q_ 2—31n9d9/\d¢> (18)

Notese que

27 ™
/ a(E) = zi / sinfdfdp = 2, (19)
S? ™ Jo 0
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Un vistazo de generalidad

En general, si 7 : E — X es un haz vectorial complejo de rango r de
rango r, entonces hay clases de Chern

c,(E)'E H? (X)

y, de hecho, ¢y(E) = 1 para cualquier haz sobre cualquier espacio.
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