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Sobre trazas para intersecciones completas

Figure: Scheja-Storch (1973)
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Intersecciones completas sobre un campo

Definición (Intersección completa sobre un campo)

Sea k un campo. Una k-álgebra de tipo finito B, con dimensión de
Krull d = dimB, es una intersección completa sobre k si hay un
morfismo suprayectivo

ρ : k[U1, . . . ,Ud ,X1, . . . ,Xn] → B (1)

cuyo núcleo está generado por n polinomios, digamos t1, . . . , tn.
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Propiedades a generalizar

Sin perder generalidad (normalización de Noether), podemos
suponer que la restricción de ρ

ρ|A : A → B (2)

al álgebra A = k[U1, . . . ,Ud ] es un morfismo inyectivo y que,
además,

ρ : A[X1, . . . ,Xn] → B (3)

presenta a B como A-álgebra finita. Además, ker ρ está generado
por n elementos.
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Intersecciones completas relativas

Definición (Álgebra de intersección completa)

Sean A un anillo Noetheriano y B una A-álgebra regular y finita.
Una presentación de B como intersección completa sobre A es:

un morfismo suprayectivo P
ρ−→ B, donde P = A[X ] es el

anillo de polinomios sobre A en n variables

equipado con n elementos t1, . . . , tn ∈ ker ρ tales que

(t1, . . . , tn)Pm = ker ρm (4)

para cada ideal máximo m ⊆ P que contiene a ker ρ.
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Intersecciones completas son relativas

En caso clásico, B es finita sobre una subálgebra A ⊆ B y tenemos
una sucesión exacta

0 → (t1, . . . , tn) → P
ρ−→ B → 0, (5)

donde P = A[X1, . . . ,Xn].

Localizando esta sucesión en cualquier
ideal máximo m ⊆ P con ker ρ ⊆ m, obtenemos

0 → (t1, . . . , tn)Pm → Pm
ρm−→ Bm → 0, (6)

aśı que B es intersección completa sobre A, en el sentido relativo.
Excepto que... ¿qué pasa con la condición de regularidad?
R. No sé.
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Ejemplos

B = k[X ,Y ]/(X 2,XY ,Y 2) no es una intersección completa:
es finita sobre A = k, pero el ideal correspondiente en k[X ,Y ]
no se puede generar con 2 elementos.

B = k[X ,Y ,Z ]/(ZX − Y 2,YZ − X 3,YX 2 − Z 2) no es una
intersección completa: es finita sobre A = k[X ], pero el ideal
correspondiente en A[Y ,Z ] no se puede generar con 2
elementos.

B = k[X ,Y ,Z ]/(Z − XY ,Y − X 2) es una intersección
completa sobre A = k[X ]: su ideal en A[Y ,Z ] se puede
generar con 2 elementos.
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Si k es un campo y L una extensión finita separable, entonces
L = k[X ]/(f (X )), donde f (x) es un polinomio irreducible, as̀ı
que L es intersección completa sobre k .

Si k = Fp(X ) y L = Fp(Y ), el morfismo k → L dado por
X 7→ Y p es una extensión finita de grado p, pues Y ∈ L tene
polinomio ḿınimo f (T ) = T p − X sobre k, aśı que
L = k[T ]/(f (T )). La extensión no es separable, pero es una
intersección completa.

Alfredo AC Intersecciones completas



Bibliograf́ıa

Si k es un campo y L una extensión finita separable, entonces
L = k[X ]/(f (X )), donde f (x) es un polinomio irreducible, as̀ı
que L es intersección completa sobre k .

Si k = Fp(X ) y L = Fp(Y ), el morfismo k → L dado por
X 7→ Y p es una extensión finita de grado p, pues Y ∈ L tene
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Dualidad

Lema

Una A-álgebra de intersección completa es proyectiva.

Gracias a este lema, tenemos ciertos resultados de dualidad.

Recordemos que, si M es un A-módulo proyectivo y finito, su
módulo dual M∗ = homA(M,A) satisface

M∗ ⊗A N ∼= homA(M,N) (7)

M ⊗A N ∼= homA(M
∗,N). (8)
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Construcción

Recordemos que ρ : P → B está equipado con t1, . . . , tn.

Tenemos

P ⊗A P P

B ⊗A B B.

µ1

ρ⊗ρ ρ

µ

(9)

ti⊗1−1⊗ti =
n∑

j=1

aij(Xj⊗1−1⊗Xj), con aij ∈ P⊗AP. (10)

Entonces kerµ es el anulador del elemento

∆ = (ρ⊗ ρ)(det(aij)) ∈ B ⊗A B (11)

y el anulador de kerµ es el generado por ∆.
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Como B es proyectivo, tenemos el isomorfismo

κ : B ⊗A B → homA(B
∗,B), (12)

el cual se restringe a un B-isomorfismo

κ : (B ⊗A B)∆ → homB(B
∗,B), (13)

pues el anulador de kerµ está generado por ∆.

El elemento
correspondiente a ∆ es una función B-lineal

Θ = κ(∆): B∗ → B (14)

El lado derecho de (13) es un B-módulo libre de rango 1 generado
por Θ, aśı que Θ es un isomorfismo y podemos usarlo para definir
una forma A-bilineal no degenerada sobre B, que denotamos β.
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Aplicación geométrica

Consideremos un k-morfismo finito f : An
k → An

k , con componentes
f1(X ), . . . , fn(X ), es decir, el morfismo de k-álgebras k[Y ] → k[X ]
que le corresponde, manda Yi 7→ fi (X ). Esto dota a B = k[Y ] con
la estructura de álgebra de intersección completa sobre A = k[X ].
En efecto,

k[X ] ∼= k[Y ][X ]/(t1, . . . , tn), donde ti = Yi − fi (X ). (15)
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Aplicación geométrica

La construcción de Scheja-Storch nos da una forma k[Y ]-bilineal

β : k[X ]⊗k[Y ] k[X ] → k[Y ]. (16)

Tomando la fibra sobre un punto cerrado y ∈ An
k , obtenemos

βy : Qy ⊗k(y) Qy → k(y), (17)

donde Qy = k[X ]⊗k[Y ] k(y) es el álgebra de f −1(y). Tenemos

Qy
∼= Rx1 × · · · × Rxr , (18)

donde f −1(y) = {x1, . . . , xr} son los puntos de la fibra sobre y . Si
y es un k-punto y f (x) = y , entonces restringimos

γx : Rx ⊗k Rx → k. (19)
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El anillo de formas cuadráticas

Sea GW(k) el grupo de Grothendieck de formas cuadráticas sobre
k. Algunos ejemplos son

GW(R) ∼= Z⊕ Z,

GW(C) ∼= Z,
GW(Fpn) ∼= Z⊕ Z/2 para p ̸= 2,

GW(F2n) ∼= Z.

Teorema (Morel, 2002)

degA
1
: [Pn/Pn−1,Pn/Pn−1]

∼=−→ GW(k) (20)

Teorema (Kass-Wickelgren, 2019)

Si x es un valor aislado en la fibra f −1(y) sobre y ∈ An
k(k),

degA
1

x (f ) = la clase de wx(f ) en GW(k). (21)
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Sea GW(k) el grupo de Grothendieck de formas cuadráticas sobre
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Si f : An
k → An

k es finita, la descomposición de espacios cuadráticos
sobre k

Qy
∼= Rx1 × · · · × Rxr (22)

es ortogonal, aśı que obtenemos una identidad en GW(k)

[βy ] = [γx1 ] + · · ·+ [γxr ]. (23)

En vista de los resultados de Kass y Wickelgren, tenemos

[βy ] =
∑

x∈f −1(y)

degA
1

x (f ). (24)

Proposición

Para cualquier par de k-puntos y , y ′, tenemos [βy ] = [βy ′ ].
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Esto nos indica que la clase [βy ] es un invariante de f . En efecto,
tenemos el siguiente resultado:

Proposición

Si f : An
k → An

k es la restricción de un morfismo finito F : Pn
k → Pn

k ,
entonces tenemos F (Pn−1

k ) ⊆ F (Pn−1
k ), aśı que F induce un

morfismo F̃ : Pn/Pn−1 → Pn/Pn−1 y, para cualquier k-punto
y ∈ An

k(k) se satisface∑
x∈f −1(y)

degA
1

x (f ) = degA
1
(F̃ ). (25)
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Gracias por su atención.
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Vector fields on singular varieties. Vol. 1987. Lecture
Notes in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2009,
pp. xx+225. isbn: 978-3-642-05204-0. doi:
10.1007/978-3-642-05205-7. url: https://doi-
org.biblio.cimat.remotexs.co/10.1007/978-3-

642-05205-7.

Alfredo AC Intersecciones completas

https://doi.org/10.1007/978-3-642-05205-7
https://doi-org.biblio.cimat.remotexs.co/10.1007/978-3-642-05205-7
https://doi-org.biblio.cimat.remotexs.co/10.1007/978-3-642-05205-7
https://doi-org.biblio.cimat.remotexs.co/10.1007/978-3-642-05205-7


Bibliograf́ıa

Bibliograf́ıa VIII

[MVW06] C. Mazza, V. Voevodsky, and C.A. Weibel. Lecture
Notes on Motivic Cohomology. Clay mathematics
monographs. American Mathematical Society, 2006.
isbn: 9780821853214. url:
https://www.claymath.org/wp-

content/uploads/2022/03/Motivic-

Cohomology.pdf.

[Mor04a] Fabien Morel. “An introduction to A1-homotopy
theory”. In: ICTP Lecture Notes. Contemporary
developments in algebraic K-theory 70.XV (2004).
Theoret. Phys., Trieste, Abdus Salam Int. Cent,
pp. 357–441.

Alfredo AC Intersecciones completas

https://www.claymath.org/wp-content/uploads/2022/03/Motivic-Cohomology.pdf
https://www.claymath.org/wp-content/uploads/2022/03/Motivic-Cohomology.pdf
https://www.claymath.org/wp-content/uploads/2022/03/Motivic-Cohomology.pdf


Bibliograf́ıa

Bibliograf́ıa IX

[Caz12] Christophe Cazanave. “Algebraic homotopy classes of
rational functions”. eng. In: Annales scientifiques de
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