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Sobre trazas para intersecciones completas

Uber Spurfunktionen bei vollstindigen Durchschnitten

Von Giinter Scheja in Bochum und Uwe Storch in Osnabriick

Heinrich Behnke gum 75. Geburtstag

Einleitung

Seien K ein Kirper und L eine endliche kommutative Frobeniusalgebra fiber K.
Der L-Modul Hom (L, K} ist dann zu L isomorph. Es gibt also ein Basiselement « in
Homg (L, K). Insbesondere ist die Spur Sp% ein Vielfaches von «: Es gibt ein eindeutig
bestimmtes s € L mit Sp} = sx. Genau dann ist s eine Einheit in I, wenn L iiber K
unverzweigt ist, also endliches direktes Produkt endlicher separabler Korpererweite-
rungen von K ist. In diesem Fall ist der sich in natirlicher Weise anbietende Homeo-
morphismus Sp% eine Basis von Hom (L, K). Generell ist es nicht maglich, in natiirlicher
Weise eine ,,verallgemeinerte Spurfunktion® «x als Basis von Homg(L, K) anzugeben.
Ist jedoch L ein vollstindiger Durchschnitt iiber K, so ldBt sich zu einer vorgelegten
Darstellung von L als solcher vollstindiger Durchschnitt in natiirlicher Weise ein
Basiselement. von Homyg(L, K) konstruieren.

Figure: Scheja-Storch (1973)
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Intersecciones completas sobre un campo

Definicién (Interseccién completa sobre un campo)

Sea k un campo. Una k-dlgebra de tipo finito B, con dimension de
Krull d = dim B, es una interseccion completa sobre k si hay un
morfismo suprayectivo

p:k[Ul,...,Ud,Xl,...,Xn]—)B (]_)

cuyo ntcleo esta generado por n polinomios, digamos ti, ..., t,.
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Propiedades a generalizar

Sin perder generalidad (normalizacién de Noether), podemos
suponer que la restriccion de p

plai A— B (2)
al dlgebra A = k[Us, ..., Ug] es un morfismo inyectivo y que,
ademds,

pr AlXy, ..., X, = B (3)

presenta a B como A-dlgebra finita. Ademds, ker p estd generado
por n elementos.
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Intersecciones completas relativas

Definicién (Algebra de interseccién completa)

Sean A un anillo Noetheriano y B una A-algebra regular y finita.
Una presentacion de B como interseccion completa sobre A es:

e un morfismo suprayectivo P 2> B, donde P = A[X] es el
anillo de polinomios sobre A en n variables

@ equipado con n elementos ti, ..., t, € ker p tales que

(t1, - tn)Pn = ker pn (4)

para cada ideal maximo m C P que contiene a ker p.
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Intersecciones completas son relativas

En caso clasico, B es finita sobre una subdlgebra A C B y tenemos
una sucesion exacta

0—(t1,....,ta) > PS5 B0, (5)

donde P = A[Xq,..., Xy].

Alfredo AC Intersecciones completas



Intersecciones completas son relativas

En caso clasico, B es finita sobre una subdlgebra A C B y tenemos
una sucesion exacta

0—(t1,....,ta) > PS5 B0, (5)

donde P = A[Xi, ..., Xy]. Localizando esta sucesién en cualquier
ideal maximo m C P con ker p C m, obtenemos

0— (t1,..., ta)Pn = Pn 2% By — 0, (6)

asi que B es interseccidon completa sobre A, en el sentido relativo.

Alfredo AC Intersecciones completas



Intersecciones completas son relativas

En caso clasico, B es finita sobre una subdlgebra A C B y tenemos
una sucesion exacta

0—(t1,....,ta) > PS5 B0, (5)

donde P = A[Xi, ..., Xy]. Localizando esta sucesién en cualquier
ideal maximo m C P con ker p C m, obtenemos

0— (t1,..., ta)Pn = Pn 2% By — 0, (6)

asi que B es interseccidon completa sobre A, en el sentido relativo.
Excepto que...
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Intersecciones completas son relativas

En caso clasico, B es finita sobre una subdlgebra A C B y tenemos
una sucesion exacta

0—(t1,....,ta) > PS5 B0, (5)

donde P = A[Xi, ..., Xy]. Localizando esta sucesién en cualquier
ideal maximo m C P con ker p C m, obtenemos

0— (t1,..., ta)Pn = Pn 2% By — 0, (6)

asi que B es interseccidon completa sobre A, en el sentido relativo.
Excepto que... jqué pasa con la condicién de regularidad?
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Intersecciones completas son relativas

En caso clasico, B es finita sobre una subdlgebra A C B y tenemos
una sucesion exacta

0—(t1,....,ta) > PS5 B0, (5)

donde P = A[Xi, ..., Xy]. Localizando esta sucesién en cualquier
ideal maximo m C P con ker p C m, obtenemos

0— (t1,..., ta)Pn = Pn 2% By — 0, (6)

asi que B es interseccidon completa sobre A, en el sentido relativo.
Excepto que... jqué pasa con la condicién de regularidad?
R. No sé.
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Ejemplos

e B = k[X, Y]/(X% XY, Y?) no es una interseccién completa:
es finita sobre A = k, pero el ideal correspondiente en k[X, Y]
no se puede generar con 2 elementos.
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Ejemplos

e B = k[X, Y]/(X% XY, Y?) no es una interseccién completa:
es finita sobre A = k, pero el ideal correspondiente en k[X, Y]
no se puede generar con 2 elementos.

o B=k[X,Y,Z]/(ZX — Y?,YZ — X3,YX? — Z?) no es una
interseccién completa: es finita sobre A = k[X], pero el ideal
correspondiente en A[Y, Z] no se puede generar con 2
elementos.
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Ejemplos

e B = k[X, Y]/(X% XY, Y?) no es una interseccién completa:
es finita sobre A = k, pero el ideal correspondiente en k[X, Y]
no se puede generar con 2 elementos.

o B=k[X,Y,Z]/(ZX — Y?,YZ — X3,YX? — Z?) no es una
interseccién completa: es finita sobre A = k[X], pero el ideal
correspondiente en A[Y, Z] no se puede generar con 2
elementos.

o B=k[X,Y,Z]/(Z— XY,Y — X?) es una interseccién
completa sobre A = k[X]: su ideal en A[Y, Z] se puede
generar con 2 elementos.
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@ Si k es un campo y L una extensién finita separable, entonces
L = k[X]/(f(X)), donde f(x) es un polinomio irreducible, asi
que L es interseccién completa sobre k.
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@ Si k es un campo y L una extensién finita separable, entonces
L = k[X]/(f(X)), donde f(x) es un polinomio irreducible, asi
que L es interseccién completa sobre k.

o Si k=Fp(X)y L=TFp(Y), el morfismo k — L dado por
X — YP es una extensién finita de grado p, pues Y € L tene
polinomio minimo f(T) = TP — X sobre k, asi que
L= k[T]/(f(T)). La extensién no es separable, pero es una
interseccién completa.
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Dualidad

Una A-dlgebra de interseccion completa es proyectiva.

Gracias a este lema, tenemos ciertos resultados de dualidad.
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Dualidad

Una A-dlgebra de interseccion completa es proyectiva.

Gracias a este lema, tenemos ciertos resultados de dualidad.
Recordemos que, si M es un A-mddulo proyectivo y finito, su
médulo dual M* = hom(M, A) satisface

M* ®AN%“homA(I\/I, N) (7)
M @4 N = homa(M*, N). (8)
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Construccion

Bibliografia

Recordemos que p: P — B estd equipado con tj,

ot
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Bibliografia

Construccidén

Recordemos que p: P — B estd equipado con tg,...,

PoaP s P

[

B®ABL>B.
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Construccidén

Recordemos que p: P — B estd equipado con ti,...,t,. Tenemos

PoaP s P

[ree y 9)

BesB —“+ B.

n
ER1-10t =Y a;(Xj®1-1®X;),  con a; € PRaP. (10)
Jj=1
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Construccidén

Recordemos que p: P — B estd equipado con ti,...,t,. Tenemos

PoaP s P

[ree y 9)

BesB —“+ B.

n
ER1-10t =Y a;(Xj®1-1®X;),  con a; € PRaP. (10)
j=1

Entonces ker i es el anulador del elemento

A = (p @ p)(det(aj)) € B2a B (11)

y el anulador de ker i1 es el generado por A.
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Como B es proyectivo, tenemos el isomorfismo
k: B®a B — homa(B*, B),
el cual se restringe a un B-isomorfismo
k: (B®a B)A — homg(B*, B),

pues el anulador de ker i1 estd generado por A.
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Como B es proyectivo, tenemos el isomorfismo
k: B®a B — homa(B*, B), (12)
el cual se restringe a un B-isomorfismo
k: (B®a B)A — homg(B*, B), (13)

pues el anulador de ker i1 estd generado por A. El elemento
correspondiente a A es una funcién B-lineal

©=r(A): B* - B (14)

El lado derecho de (13) es un B-médulo libre de rango 1 generado
por ©, asi que © es un isomorfismo y podemos usarlo para definir
una forma A-bilineal no degenerada sobre B, que denotamos (.
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Aplicacién geométrica

Consideremos un k-morfismo finito f: Aj — A}, con componentes
A(X), ..., fa(X), es decir, el morfismo de k-3lgebras k[Y] — k[X]
que le corresponde, manda Y; — f;(X). Esto dota a B = k[Y] con
la estructura de algebra de interseccién completa sobre A = k[X].
En efecto,

KIX] = K[Y][X]/(ts, ... ta), donde t; =Y;—fi(X). (15)
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Aplicacién geométrica

La construccién de Scheja-Storch nos da una forma k[Y]-bilineal

B: k[X] @pyy kK[X] — K[Y]. (16)
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Aplicacién geométrica

La construccién de Scheja-Storch nos da una forma k[Y]-bilineal
B k[X] @xpyy kIX] = K[Y]. (16)
Tomando la fibra sobre un punto cerrado y € A7, obtenemos
By: Qy @x(y) Qy — k(y), (17)

donde Q, = k[X] @(y] k(y) es el dlgebra de F~1(y).
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Aplicacién geométrica

La construccién de Scheja-Storch nos da una forma k[Y]-bilineal
B k[X] @y kIX] = K[Y]. (16)
Tomando la fibra sobre un punto cerrado y € A7, obtenemos
By: Qy Ru(y) Qy — k(y), (17)
donde Q, = k[X] @[y] k(y) es el dlgebra de f~*(y). Tenemos
Qy = Ry x -+ X Ry, (18)

donde f~1(y) = {x1,...,x} son los puntos de la fibra sobre y.
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Aplicacién geométrica

La construccién de Scheja-Storch nos da una forma k[Y]-bilineal
B k[X] @xpyy kIX] = K[Y]. (16)
Tomando la fibra sobre un punto cerrado y € A7, obtenemos
By: Qy Ru(y) Qy — k(y), (17)
donde Q, = k[X] @[y] k(y) es el dlgebra de f~*(y). Tenemos
Qy = Ry X -+ X Ry, (18)

donde f~1(y) = {x1,...,x} son los puntos de la fibra sobre y. Si
y es un k-punto y f(x) = y, entonces restringimos

Yx: Ry @k Ry — k. (19)
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El anillo de formas cuadraticas

Sea GW(k) el grupo de Grothendieck de formas cuadraticas sobre
k. Algunos ejemplos son

e GW(R)XZ@&7Z,
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El anillo de formas cuadraticas

Sea GW(k) el grupo de Grothendieck de formas cuadraticas sobre
k. Algunos ejemplos son

e GW(R)XZ@&7Z,
e GW(C) = 1Z,
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El anillo de formas cuadraticas

Sea GW(k) el grupo de Grothendieck de formas cuadraticas sobre
k. Algunos ejemplos son

e GW(R)XZ@&7Z,
e GW(C) = 1Z,
o GW(Fyn) 2 Z®7Z/2 para p # 2,

Alfredo AC Intersecciones completas



El anillo de formas cuadraticas

Sea GW(k) el grupo de Grothendieck de formas cuadraticas sobre
k. Algunos ejemplos son

e GW(R)=2Z&Z,

o GW(C) =

o GW(Fyn) = ZEBZ/2 para p # 2,
o GW(Fan) =
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El anillo de formas cuadraticas

Sea GW(k) el grupo de Grothendieck de formas cuadraticas sobre
k. Algunos ejemplos son

e GW(R)=2Z&Z,

o GW(C) =

o GW(Fyn) = ZEBZ/2 para p # 2,
o GW(Fan) =
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El anillo de formas cuadraticas

Sea GW(k) el grupo de Grothendieck de formas cuadraticas sobre
k. Algunos ejemplos son

e GW(R)=2Z&Z,

o GW(C) =

o GW(Fyn) = ZEBZ/2 para p # 2,
o GW(Fan) =

Teorema (Morel, 2002)

degh' : [P"/P"1, P" /P 25 GW(K) (20)
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El anillo de formas cuadraticas

Sea GW(k) el grupo de Grothendieck de formas cuadraticas sobre
k. Algunos ejemplos son

o GW(R) gZGBZ.

e GW(C) =

o GW(Fyn) = ZEBZ/2 para p # 2,
o GW(Fan) =

Teorema (Morel, 2002)

deg': [P"/P"1, P /Pl S GW(K) (20)

Teorema (Kass-Wickelgren, 2019)

Si x es un valor aislado en la fibra f ~1(y) sobre y € Al(k),
degfl(f) = la clase de wy(f) en GW (k). (21)

A
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Si f: A} — A} es finita, la descomposicién de espacios cuadraticos
sobre k
Qy = Ry XX Ry, (22)

es ortogonal, asi que obtenemos una identidad en GW (k)

[ﬂy] = ['YXl] + o+ ] (23)
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Si f: A} — A} es finita, la descomposicién de espacios cuadraticos
sobre k
Qy = Ry XX Ry, (22)

es ortogonal, asi que obtenemos una identidad en GW (k)

[5}/] = ['YXl] + o+ ] (23)

En vista de los resultados de Kass y Wickelgren, tenemos

[8,] = Z degx : (24)

xef~
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Si f: A} — A} es finita, la descomposicién de espacios cuadraticos
sobre k
Qy = Ry XX Ry, (22)

es ortogonal, asi que obtenemos una identidad en GW (k)

[ﬂy] = ['YXl] + o+ ] (23)

En vista de los resultados de Kass y Wickelgren, tenemos

[B,l= > degh'(f). (24)

xef~(y)

Proposicion

Para cualquier par de k-puntos y,y’, tenemos [B,] = [By/].
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Esto nos indica que la clase [$,] es un invariante de f. En efecto,
tenemos el siguiente resultado:

Proposicion

Sif: A} — A} es la restriccion de un morfismo finito F: P} — P},
entonces tenemos F(P} 1) C F(P}~ 1), asi que F induce un
morfismo F: P"/P"~1 — P"/P"~1 y, para cualquier k-punto

y € Aj(k) se satisface

Z degfl(f) = degAl(I:_). (25)
xef=1(y)
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