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1. Homotoṕıa de espacios topológicos

Alfredo AC (UDG) ¿A las cuántas vueltas se echa un perro? Durango 2024 3 / 38



Topoloǵıa

En topoloǵıa general, estudiamos espacios topológicos.
Espacios topológicos X ,Y se consideran como “el mismo espacio” cuando
hay un homeomorfismo entre ellos: esto es, un par de funciones continuas
f : X → Y , g : Y → X , tales que g ◦ f = idX y f ◦ g = idY .
Clasificar espacios topológicos salvo homeomorfismo es prácticamente
imposible. Aún para espacios finitos el problema es enorme.
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Topoloǵıa algebraica

La topoloǵıa algebraica estudia los espacios a través de invariantes
algebraicos (grupos, anillos, categoŕıas...).
El punto es relajar nuestro concepto de “ser el mismo espacio” de manera
que sea más fácil de trabajar.

aplastar

incluir

Para formalizar estas ideas, introducimos el concepto de homotoṕıa.
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Homotoṕıa

Definición

Sean f , g : X ⇒ Y dos funciones continuas. Una homotoṕıa H : f ⇝ g es
una función continua H : X × I → Y tal que

X

X × I Y

X ,

i0
f

H

i1 g

es decir:

{
H(x , 0) = f (x),

H(x , 1) = g(x).
(1)

Una equivalencia homotópica es un par de funciones continuas f : X → Y ,
g : Y → X tales que g ◦ f ≃ idX y f ◦ g ≃ idY .
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Homotoṕıa

H(x , 0) = f (x) H(x , 1) = g(x)

H(x , 12) = g(x)
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La categoŕıa Top tiene como objetos a los espacios topológicos y como
morfismos de X a Y las funciones continuas

C (X ,Y ). (2)

La categoŕıa homotópica Ho(Top) tiene los mismos objetos que Top pero
los morfismos de X a Y son clases de homotoṕıa de funciones continuas:

[X ,Y ] = C (X ,Y )/ ≃ . (3)

También podemos considerar espacios equipados con un punto distinguido
y funciones C (X ,Y )∗ que preserven este punto. Denotamos como [X ,Y ]∗
al conjunto de sus clases de homotoṕıa.
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La categoŕıa homotópica está muy lejos de ser trivial. Quizá el primer
ejemplo de funciones no homótopas es el par

cx , id : S
1 ⇒ S1, (4)

donde id es la identidad de S1 y cx es la función constante que manda
todo S1 a un punto elegido x .

id

cx
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Nótese que el conjunto C (S1, S1)∗ no es numerable

̸= ̸= ̸=

mientras que las clases de homotoṕıa son relativamente sencillas de
controlar: Brouwer construyó una biyección

deg : [S1, S1]∗
∼−→ Z. (5)

−1 0 1 2 3

. . .. . .

. . . . . .
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Más aún, la concatenación de caminos convierte a [S1,S1]∗ en un grupo, y
la función de grado

deg : [S1,S1]∗
∼−→ Z (6)

es un isomorfismo de grupos.
Más generalmente, para cada n tenemos un isomorfismo de grupos

deg : [Sn, Sn]∗
∼−→ Z. (7)

Dada una función continua f : Sn → Sn, podemos preguntar: ¿cuántas
vueltas da Sn sobre śı misma al aplicarle f ?
Este resultado nos dice que la respuesta siempre es un número entero, el
cual determina completamente a f (salvo homotoṕıa).
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2. A1-homotoṕıa de esquemas
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El gran éxito de la topoloǵıa algebraica en la clasificación de espacios es
innegable.
Idea: desarrollar una teoŕıa de homotoṕıa para variedades algebraicas.

Cuando trabajamos con variedades algebraicas, solo permitimos funciones
definidas por polinomios.
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Problemas:

Un campo arbitrario no tiene una topoloǵıa tan flexible como las de R
o C.
El intervalo I = [0, 1] no es una variedad algebraica.

Las funciones polinomiales son demasiado ŕıgidas.

No existen los cocientes que necesitamos.

La teoŕıa de A1-homotoṕıa fue desarrollada por Fabien Morel y Vladimir
Voevodsky [Voe98; MV99].

Voevodsky resolvió las conjeturas de Milnor sobre un campo.

Morel logró una clasificación de haces vectoriales sobre esquemas lisos.

Idea: agrandar la categoŕıa de variedades

Vark → SpcA
1

k . (8)
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Aśı como en Top tenemos una familia de esferas

S0, S1,S2, S3,S4, S5, . . . (9)

en SpcA
1

k tenemos una familia de esferas de dos parámetros

. .
.

S5,5 . .
.

S4,4 S5,4 . .
.

S3,3 S4,3 S5,3 . .
.

S2,2 S3,2 S4,2 S5,2 . .
.

S1,1 S2,1 S3,1 S4,1 S5,1 . .
.

S0,0 S1,0 S2,0 S3,0 S4,0 S5,0 . . .

(10)
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Sin embargo, la construcción de SpcA
1

k es altamente no trivial:

gavillas simpliciales

categoŕıas modelo

localizaciones de Bousfield

∞-categoŕıas

localizaciones simpliciales

Preguntas:

¿en verdad necesitamos toda esta maquinaria?

¿qué tanto podemos hacer sin salirnos de Vark?
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3. A1-homotoṕıas elementales
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Definición

Sean f , g : X ⇒ Y morfismos de variedades algebraicas. Una
A1-homotoṕıa elemental H : f ⇝ g es un morfismo H : X × A1 → Y tal
que

X

X × A1 Y

X ,

i0
f

H

i1 g

es decir:

{
H|X×{0} = f ,

H|X×{1} = g .
(11)

La relación no es transitiva, pero podemos intentar trabajar con ella. Por
ejemplo, ¿podemos clasificar los morfismos de la esfera en śı misma, salvo
homotoṕıa elemental?
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De las esferas Sp,q ∈ SpcA
1

k , pocas son variedades. Afortunadamente, una
de las más importantes śı lo es.

S2,1 = P1. (12)

¿Por qué (2, 1)?

S2,1(C) = P1
C = CP1 ∼=Top S2, (13)

S2,1(R) = P1
R = RP1 ∼=Top S1. (14)

Podemos estudiar el conjunto de endomorfismos

[P1,P1]∗ (15)

salvo A1-homotoṕıa elemental. El punto distinguido es el infinito.
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En general, un morfismo f : P1 → P1 está dado por

f ([x : y ]) = [A(x , y) : B(x , y)], (16)

donde A,B son polinomios homogéneos del mismo grado que no se anulan
a la vez. El morfismo f fija al punto en el infinito [1 : 0] si, y solo si,
B(x , 0) = 0, i.e. si B es múltiplo de y . Por ejemplo:

f ([x : y ]) = [x2 + xy − y2 : 2xy + y2]. (17)

En la carta af́ın {[x : 1] | x ∈ k}, f corresponde a una función racional

f (x) =
A(x , 1)

B(x , 1)
=

x2 + x − 1

2x
. (18)
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Podemos describir los morfismos f : P1 → P1 como pares de polinomios
(A,B) tales que

A es mónico de grado n

B es un polinomio de grado estrictamente menor a n

A y B no tienen factores comunes de grado ≥ 1.

Si A = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 y B = bn−1x

n−1 + · · ·+ b0, la condición
de que A y B no tengan factores comunes es equivalente a que el
resultante

resn,n(A,B) = det


1 0

an−1
. . . bn−1

. . .
...

. . . 1
...

. . . 0

a0
. . . an−1 b0

. . . bn−1
. . .

...
. . .

...
a0 b0

 , (19)

sea distinto a cero.
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El esquema que parametriza a estos pares de polinomios (A,B), donde A
tiene grado n, es el subesquema abierto

Fn ⊆ Spec k[a0, . . . , an−1, b0, . . . , bn−1] (20)

dado por el complemento de la ecuación

resn,n(x
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0, bn−1x
n−1 + · · ·+ b0) = 0. (21)

Entonces el esquema F :≡
∐

n≥0 Fn satisface

Vark(P1,P1)∗ ∼= F(k) (22)

Vark(P1 × A1,P1)∗ ∼= F(k[t]). (23)
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Ejemplo

Si b0 ∈ k×, la función racional

xn + an−1tx
n−1 + · · ·+ a1tx + a0t

b0
∈ Fn(k[t]) (24)

exhibe una A1-homotoṕıa elemental

xn

b0
⇝

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0

b0
∈ Fn(k), (25)
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Ejemplo

Si b0 ∈ k×, la función racional

xn

bn−1txn−1 + · · ·+ b1tx + b0
∈ Fn(k[t]), (26)

exhibe una A1-homotoṕıa elemental

xn

b0
⇝

xn

bn−1xn−1 + · · ·+ b1x + b0
∈ Fn(k), (27)

Alfredo AC (UDG) ¿A las cuántas vueltas se echa un perro? Durango 2024 24 / 38



Estructura de monoide

El esquema F es un monoide graduado:

Fn1 × Fn2 → Fn1+n2 . (28)

Sea R una k-álgebra. Dado un elemento (Ai ,Bi ) ∈ Fni (R), existen únicos
Ui ,Vi ∈ k[x ] de grados menores a ni − 1 y a ni , respectivamente, tales que
AiUi + BiVi = 1. Definiendo[

A3 −V3

B3 U3

]
:≡

[
A1 −V1

B1 U1

] [
A2 −V2

B2 U2

]
, (29)

obtenemos un elemento (A3,B3) ∈ Fn1+n2(R). Escribimos

A3

B3
=

A1

B1
⊕ A2

B2
. (30)

(Nótese, sin embargo, que la operación no es conmutativa).
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Clasificación de formas cuadráticas

Dada f = A/B ∈ Fn(R), el cociente

δf (x , y) = δA,B(x , y) =
A(x)B(y)− A(y)B(x)

x − y
(31)

es un polinomio en x , y . En el siglo XVIII, Bézout observó que los
coeficientes cpq en la expansión

δf (x , y) =
n∑

p,q=1

cpqx
p−1yq−1 (32)

forman una matŕız simétrica y no degenerada, pues mostró que

det(cpq) = (−1)n(n−1)/2 resn,n(A,B). (33)

Denotamos la forma bilineal asociada como Bezn(A,B) o Bezn(f ).
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Teorema (Cazanave, 2012)

La función f 7→ ([Bez(f )], res(f )), es un isomorfismo de monoides

[P1,P1]∗
∼−→ W s(k)×k×/(k×)2 k

×, (34)

donde W s(k) es la estabilización del monoide de Witt de k .

El teorema de cancelación de Witt implica que W s(k) = W (k), siempre
que car k ̸= 2.
En otras palabras: ¡las vueltas que da la esfera S2,1 sobre śı misma se
cuentan con formas cuadráticas! (y un valor extra).
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Ejemplo

Las funciones racionales

f (x) =
x2 + x − 1

2x
, g(x) =

x2 − 1

x
, h(x) =

x2 − 2

x
, (35)

tienen

δf (x , y) = 2 + 2xy , δg (x , y) = 1 + xy , δh(x , y) = 2 + xy , (36)

aśı que, sobre k = R (o cualquier campo donde 2 sea un cuadrado)

Bez(f ) =

[
2 0
0 2

]
∼ Bez(g) =

[
1 0
0 1

]
∼ Bez(h) =

[
1 0
0 2

]
, (37)

res(f ) = −4, res(g) = −1, res(h) = −2. (38)
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Por otro lado, consideremos la función

j(x) =
x2 + 1

x
. (39)

Tiene δj(x , y) = −1 + xy , aśı que Bez(j) = diag(−1, 1) y res(j) = 1.
Las gráficas de f , g , h, j en S1 × S1 se ven como

en rojo, azul, verde y anaranjado, respectivamente.
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4. La necesidad de SpcA
1

k
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Algunas cosas no cuadran del todo:

¿por qué la relación de homotoṕıa elemental no es transitiva?

¿por qué [P1,P1]∗ es solo un monoide y no un grupo?

¿y la teoŕıa estable? ¿las suspensiones de las esferas?

La respuesta a (algunas de) nuestras súplicas:

Vark → SpcA
1

k . (40)
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En SpcA
1

k , la A1-homotoṕıa es transitiva a fortiori. Además:

Teorema (Morel, 2012)

La función f 7→ ([Bez(f )], res(f )), induce un isomorfismo de grupos

[P1,P1]A
1

∗
∼−→ GW (k)×k×/(k×)2 k

×, (41)

donde GW (k) es el anillo de Grothendieck-Witt de k.

Por último, el caso de S2,1 = P1 es el excepcional dentro de SpcA
1

k :

Teorema (Morel, 2012)

Para cada n ≥ 2, la esfera S2n,n = Pn/Pn−1 admite un isomorfismo

[S2n,n,S2n,n]A
1

∗
∼−→ GW (k). (42)

i.e. en el caso estable, la componente en k× desaparece.
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Ahora śı, las vueltas de S2n,n se cuentan con formas cuadráticas. El grupo
de Grothendieck-Witt GW (k) tiene una presentación sencilla. Como grupo
abeliano, está generado por śımbolos ⟨a⟩, con a ∈ k×, sujetos a las
relaciones 

⟨ab2⟩ = ⟨a⟩
⟨a⟩+ ⟨b⟩ = ⟨a+ b⟩+ ⟨ab(a+ b)⟩

⟨a⟩+ ⟨−a⟩ = ⟨1⟩+ ⟨−1⟩
(43)

El producto está dado por ⟨a⟩⟨b⟩ = ⟨ab⟩.
Por ejemplo,

GW (C) ∼= Z, (44)

GW (R) ∼= Z[C2]. (45)
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Para saber más

¿Cómo empezar?

El “primer” de de Antieau y Elmanto [AE17]

Las referencias estándar para A1-homotoṕıa son

la presentación de Voevodsky en el ICM de 1998 [Voe98]

el art́ıculo de Morel y Voevodsky [MV99]

las notas de Morel de un curso en el ICTP [Mor04]

la presentación de Morel en el ICM de 2006 [Mor06]

el libro de Morel [Mor12]

Sobre el contenido de esta plática:

El art́ıculo de Cazanave: [Caz12]

Sobre geometŕıa A1-enumerativa:

Los art́ıculos de Kass y Wickelgren [KW19; KW21].
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Gracias por su atención <3.
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