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1. Homotopia de espacios topoldgicos }
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Topologia

En topologia general, estudiamos espacios topoldgicos.

Espacios topolégicos X, Y se consideran como “el mismo espacio” cuando
hay un homeomorfismo entre ellos: esto es, un par de funciones continuas
f:X—=>Y, g:Y— X, talesque gof =idx y fog =idy.

Clasificar espacios topoldgicos salvo homeomorfismo es practicamente
imposible. Aln para espacios finitos el problema es enorme.
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Topologia algebraica

La topologia algebraica estudia los espacios a través de invariantes

algebraicos (grupos, anillos, categorias...).
El punto es relajar nuestro concepto de “ser el mismo espacio” de manera

que sea mas facil de trabajar.

aplastar
/_\

\_/
incluir

Para formalizar estas ideas, introducimos el concepto de homotopia.
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Homotopia

Definicion
Sean f,g: X = Y dos funciones continuas. Una homotopia H: f ~~ g es
una funcién continua H: X x | — Y tal que

X

. f

| > - [H(x,0) = f(x),
X x| "My esdecir: 1) = glx (1)
ilT /

X,

Una equivalencia homotdpica es un par de funciones continuas f: X — Y,
g:Y > Xtalesquegof ~idxyfog~idy.
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Homotopia
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La categoria Top tiene como objetos a los espacios topolégicos y como
morfismos de X a Y las funciones continuas

C(X,Y). (2)

La categoria homotépica Ho(Top) tiene los mismos objetos que Top pero
los morfismos de X a Y son clases de homotopia de funciones continuas:

[X,Y] = C(X,Y)/ ~. (3)

También podemos considerar espacios equipados con un punto distinguido
y funciones C(X, Y). que preserven este punto. Denotamos como [X, Y].
al conjunto de sus clases de homotopia.
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La categoria homotdpica estd muy lejos de ser trivial. Quiza el primer
ejemplo de funciones no hométopas es el par

Cx,id: ST = S (4)

donde id es la identidad de S' y ¢, es la funcién constante que manda
todo S! a un punto elegido x.
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Nétese que el conjunto C(S?, S1), no es numerable

mientras que las clases de homotopia son relativamente sencillas de

controlar: Brouwer construyd una biyeccién

deg: [S}, S, & Z.
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M4s atn, la concatenacién de caminos convierte a [S!, S1]. en un grupo, y

la funcién de grado
deg: [S}, S, & 7 (6)

es un isomorfismo de grupos.
Mas generalmente, para cada n tenemos un isomorfismo de grupos

deg: [S", S"]. = Z. (7)

Dada una funcién continua f: 5" — 5", podemos preguntar: jcuantas
vueltas da S” sobre si misma al aplicarle f7

Este resultado nos dice que la respuesta siempre es un nimero entero, el
cual determina completamente a f (salvo homotopia).
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2. Al-homotopia de esquemas }
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El gran éxito de la topologia algebraica en la clasificacién de espacios es
innegable.
Idea: desarrollar una teoria de homotopia para variedades algebraicas.

O

Cuando trabajamos con variedades algebraicas, solo permitimos funciones
definidas por polinomios.
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Problemas:

@ Un campo arbitrario no tiene una topologia tan flexible como las de R
oC.

e El intervalo I = [0, 1] no es una variedad algebraica.
@ Las funciones polinomiales son demasiado rigidas.
@ No existen los cocientes que necesitamos.

La teoria de Al-homotopia fue desarrollada por Fabien Morel y Vladimir
Voevodsky [Voe98; MV99].

@ Voevodsky resolvié las conjeturas de Milnor sobre un campo.
@ Morel logré una clasificacién de haces vectoriales sobre esquemas lisos.

Idea: agrandar la categoria de variedades

Var, — Spc‘fl. (8)
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Asi como en Top tenemos una familia de esferas

S0 51 52, 63 5% §5 .

1 - e
en Spci tenemos una familia de esferas de dos pardmetros

55,5
54,4 55,4
53,3 54,3 55,3
52,2 53,2 54,2 55,2
SlJ SZJ S3J S4J 554
SOO 510 52£ 530 540 55@
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Sin embargo, la construccién de Spc‘f}1 es altamente no trivial:
o gavillas simpliciales
@ categorias modelo
@ localizaciones de Bousfield
@ oo-categorias
@ localizaciones simpliciales
Preguntas:
@ jen verdad necesitamos toda esta maquinaria?

@ ;jqué tanto podemos hacer sin salirnos de Var,?
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3. Al-homotopias elementales }
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Definicion
Sean f,g: X = Y morfismos de variedades algebraicas. Una
Al-homotopia elemental H: f ~ g es un morfismo H: X x Al — Y tal

que
X
io f
X }Al _H <y esdecir: Hlxxioy =, (11)
Hlxx{1y = &-
e
X,

La relacién no es transitiva, pero podemos intentar trabajar con ella. Por
ejemplo, jpodemos clasificar los morfismos de la esfera en si misma, salvo

homotopia elemental?
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1 .
De las esferas SP9 ¢ Spcf , pocas son variedades. Afortunadamente, una
de las mds importantes si lo es.

s =ph (12)

iPor qué (2,1)7
S%1(C) = PL = CP* =, S2, (13)
S?1(R) = Py = RP* =, ST (14)

Podemos estudiar el conjunto de endomorfismos
P, P, (15)

salvo Al-homotopia elemental. El punto distinguido es el infinito.
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En general, un morfismo f: Pt — P! estd dado por

F(lx:y1) = [A(x,y) - B(x, y)], (16)

donde A, B son polinomios homogéneos del mismo grado que no se anulan
a la vez. El morfismo f fija al punto en el infinito [1: 0] si, y solo si,
B(x,0) =0, i.e. si B es miiltiplo de y. Por ejemplo:

F(lx:y]) = D@ +xy —y* : 2y + 7). (17)
En la carta afin {[x : 1] | x € k}, f corresponde a una funcién racional

Alx, 1) x®+x—1
B(x,1) 2x

(18)

Alfredo AC (UDG) iA las cudntas vueltas se echa un perro? Durango 2024 20/38



Podemos describir los morfismos f: P! — P! como pares de polinomios
(A, B) tales que

@ A es ménico de grado n
@ B es un polinomio de grado estrictamente menor a n
@ Ay B no tienen factores comunes de grado > 1.

SiA=x"4a,_1x" 14+~ +ayy B=b,_1x"1+...+ by, la condicién
de que Ay B no tengan factores comunes es equivalente a que el
resultante

- | 0 -
an.—l . bn.—l
: R | : .0
resp n(A, B) = det ) ) , (19)
a0 ooap-1 bO " bpoa
i ag b |

sea distinto a cero.
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El esquema que parametriza a estos pares de polinomios (A, B), donde A
tiene grado n, es el subesquema abierto

F, C Specklao, ..., an-1,bo, ..., bp_1] (20)
dado por el complemento de la ecuacién
resp n(x" + ap_1x" 44 ag, bpoix" bo) = 0. (21)

Entonces el esquema J :=[[, -, J satisface

1

Var, (P!, P'),
Var, (P! x Al P!), =~

(k) (22)

F
F(klt))- (23)
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Ejemplo

Si by € k*, la funcién racional
X"+ ap_1tx™ L4+ 4 artx + agt
b 4 ° & 5, (K[2)) (24)
0
exhibe una A'-homotopia elemental
X" x"+4a,_1x" 14+ 4+ax+a
= - n 0 ¢ F,(k), (25)
bg bo )
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Ejemplo

Si by € k*, la funcién racional
XN
e Fp(k[t 26
bn_ltX"_l-I-----I-bltX-l-bo n( [ ])’ ( )
exhibe una A'-homotopia elemental
x" x"
— e Fn(k 27
bo ” Boox i+ bixbp kD (27)
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Estructura de monoide

El esquema F es un monoide graduado:
Stnl X fTr’n2 — ?n1+n2- (28)

Sea R una k-dlgebra. Dado un elemento (A;, B;) € Fp,(R), existen tnicos

Ui, Vi € k[x] de grados menores a n; — 1 y a n;, respectivamente, tales que
A;U; + B;V; = 1. Definiendo

Az =3l _ A1 V1| A -V (29)
By U] |[Bi Ui||B U]’
obtenemos un elemento (A3, B3) € Fy,4n,(R). Escribimos

A A1 A
B=50% (30)

(Nétese, sin embargo, que la operacién no es conmutativa).
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Clasificacion de formas cuadraticas

Dada f = A/B € F,(R), el cociente

A(X)Bly) — Aly)B(x)

) =0 = 31
f(va) A7B(X7y) X—y ( )
es un polinomio en x, y. En el siglo XVIII, Bézout observé que los
coeficientes cpq en la expansién
n
df(x,y) = Z CpgxP Ly (32)
p,q=1
forman una matriz simétrica y no degenerada, pues mostré que
det(cpq) = (—1)"" V2 res, ,(A, B). (33)

Denotamos la forma bilineal asociada como Bez,(A, B) o Bez,(f).

Alfredo AC (UDG) iA las cudntas vueltas se echa un perro? Durango 2024 26 /38



Teorema (Cazanave, 2012)

La funcion f — ([Bez(f)], res(f)), es un isomorfismo de monoides
[PY, P, = W2(K) X gx gy K, (34)

donde W*(k) es la estabilizacion del monoide de Witt de k.

El teorema de cancelacién de Witt implica que W*(k) = W(k), siempre
que car k # 2.

En otras palabras: jlas vueltas que da la esfera S%1 sobre si misma se
cuentan con formas cuadraticas! (y un valor extra).
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Ejemplo

Las funciones racionales

)= =T =" ()

2x X

tienen
df(x,y) =24+2xy, Og(x,y)=1+xy, dn(x,y)=2+xy, (36)
asi que, sobre k = R (o cualquier campo donde 2 sea un cuadrado)

Bex(f) = [(2) g] S () = [(1) ﬂ ~ Bez(h) = Ll) g] NETS

res(f) = —4, res(g) = —1, res(h) = —2. (38)
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Por otro lado, consideremos la funcidn

jlx) = 22 (39)

Tiene §j(x,y) = =1+ xy, asi que Bez(j) = diag(—1,1) y res(j) = 1.
Las graficas de f, g, h,j en S* x S' se ven como

en rojo, azul, verde y anaranjado, respectivamente.
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4. La necesidad de Spc,
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Algunas cosas no cuadran del todo:
@ jpor qué la relacién de homotopia elemental no es transitiva?
e jpor qué [P, IP!], es solo un monoide y no un grupo?
@ ;y la teoria estable? jlas suspensiones de las esferas?

La respuesta a (algunas de) nuestras suplicas:

Var, — Spcf}l. (40)
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1 , .. .. ,
En Spcﬁ , la Al-homotopia es transitiva a fortiori. Ademas:

Teorema (Morel, 2012)

La funcién f — ([Bez(f)], res(f)), induce un isomorfismo de grupos

[PL YA ™ GW(K) X px jin e K, (41)

donde GW (k) es el anillo de Grothendieck-Witt de k.

st . 1
Por dltimo, el caso de $>! = P! es el excepcional dentro de Spcf :

Teorema (Morel, 2012)

Para cada n > 2, la esfera S2mn = ]P’"/IP”*l admite un isomorfismo

[S2mn S2napAl &y Gy (k). (42)

i.e. en el caso estable, la componente en k* desaparece.
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Ahora si, las vueltas de $2™" se cuentan con formas cuadraticas. El grupo
de Grothendieck-Witt GW (k) tiene una presentacién sencilla. Como grupo
abeliano, estd generado por simbolos (a), con a € k*, sujetos a las

relaciones
(ab%) = (a)
)

(a) + (b) = (a+ b) + (ab(a + b)) (43)

(@) +{=a)= 1)+ (-1
El producto estd dado por (a)(b) = (ab).
Por ejemplo,
GW(C) 2 Z, (44)
GW(R) = Z[Gy). (45)
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Para saber mas

i Cémo empezar?
e El “primer” de de Antieau y Elmanto [AE17]
Las referencias estandar para Al-homotopia son
@ la presentacién de Voevodsky en el ICM de 1998 [Voe98]
@ el articulo de Morel y Voevodsky [MV99]
@ las notas de Morel de un curso en el ICTP [Mor04]
@ la presentacién de Morel en el ICM de 2006 [Mor06]
el libro de Morel [Mor12]

Sobre el contenido de esta plitica:

e El articulo de Cazanave: [Cazl2]
Sobre geometria Al-enumerativa:
@ Los articulos de Kass y Wickelgren [KW19; KW21].
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Gracias por su atencién <3.
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